﻿ Capitolul 3 SPAŢII AFINE Spaţiile în care vor fi studiate majoritatea noţiunilor de geometrie din acest volum sunt spaţii în care noţiunile de punct şi vector sunt indispensabile Noţiunea de spaţiu afin permite folosirea celor două noţiuni într-un cadru bine definit §1 Definiţie şi exemple În cele ce urmează vom considera o mulţime nevidă A = {A, B, C, , P, Q, R, } şi vom conveni ca elementele sale să se numească puncte iar un element (A, B) ( A ( A să se numească bipunct al lui A Punctul A se va numi originea bipunctului, iar punctul B se va numi extremitatea bipunctului (A, B) Bipunctele (A, B) şi (B, A) se vor numi bipuncte simetrice 1 1 Definiţie Numim spaţiu afin, tripletul (A, V, () în care A este o mulţime nevidă de puncte, V un K-spaţiu vectorial şi funcţia (: A EMBED Equation 3 A ( A, EMBED Equation 3 , care satisface condiţiile: A1)( A, B, C ( A, ( (A, B) + ( (B, C) = ( (A, C) A2)( EMBED Equation 3 A există un punct B ( A, unic determinat de relaţia EMBED Equation 3 Mulţimea A se numeşte mulţime suport a spaţiului afin şi elementele sale vor fi numite punctele spaţiului afin Spaţiul vectorial V se numeşte spaţiul vectorial director al spaţiului afin, iar elementele sale vor fi numite vectorii sapţiului afin Aplicaţia ( este numită funcţia de structură afină Elementele unui spaţiu afin sunt puncte şi vectori Spaţiul afin (A, V, () se zice real sau complex după cum spaţiul vectorial V este real sau complex Dacă în axioma A1) considerăm A = B = C, atunci ( (A, A) = EMBED Equation 3 , ( A ( A Deci oricărui bipunct (A, A) îi corespunde prin funcţia de structură vectorul nul EMBED Equation 3 Vectorii corespunzători unei perechi de bipuncte simetrice sunt vectori opuşi În adevăr, dacă luăm C = B, în axioma A1) , avem ( (A, B) = - ( (B, A) 1 2 Consecinţă Funcţia ( este surjectivă şi în plus, pentru fiecare punct O ( A fixat , (O : A ( V , (O (A) = ( (O, A), ( A ( A , este bijectivă Demonstraţia este imediată ţinând cont de axiomele A1) şi A2) Într-un spaţiu afin (A, V, () funcţia ( determină o relaţie de echivalenţă pe mulţimea bipunctelor lui A, pe care o vom numi relaţia de echipolenţă Vom spune ca bipunctul (A, B) este echipolent cu bipunctul (C, D) dacă acestea au aceeaşi imagine prin ( (A, B) ~ (C, D) ( ( (A, B) = ( (C, D) (1 1) Se verifică uşor că relaţia “~” este reflexivă, simetrică şi tranzitivă, adică este o relaţie de echivalenţă pe A ( A Spaţiul factor A ( A/~ este în corespondenţă bijectivă cu spaţiul vectorial V Fiecărui vector EMBED Equation 3 îi corepunde o singură clasă de echivalenţă de bipuncte echipolente, anume φ-1( EMBED Equation 3 ) = { (A,B) EMBED Equation 3 A ( A |φ (A,B) = EMBED Equation 3 } } (1 2) Când identificăm spaţiul factor A ( A/~ cu spaţiul vectorial V prin această bijecţie, clasa bipunctului (A, B) notată cu EMBED Equation 3 , poartă numele de vector liber al spaţiului afin În aceste condiţii axiomele A1) şi A2) pot fi scrise în felul următor: ( A,B,C ( A , EMBED Equation 3 (1 3) ( EMBED Equation 3 A , EMBED Equation 3 B( A, unic aşa încât EMBED Equation 3 Fie O ( A un punct fixat şi A ° = {O} ( A = {(O, A) / A ( A } mulţimea bipunctelor de origine O Ţinând cont de Consecinţa 1 2 şi că relaţia A ( A EMBED Equation 3 (O,A)(A ° este o corespondenţă bijectivă, rezultă că A ° se poate identifica atât cu A cât şi cu spaţiul vectorial director V Când se identifică A ° cu spaţiul vectorial V se induce pe A ° structura vectorială din V Vectorii acestui spaţiu se numesc vectori legaţi ai spaţiului afin sau vectori tangenţi în O la A şi vor fi notaţi prin EMBED Equation 3 Când se identifică A cu spaţiul vectorial A °, prin bijecţia A ( A ( (O, A) ( A o, înseamnă că s-a considerat A ca spaţiu vectorial, având punctul O ca origine Vectorul EMBED Equation 3 se va numi vector de poziţie Practic în orice punct O ( A al unui spaţiu afin (A, V, () se poate construi un spaţiu vectorial A °, care se identifică cu A ° În urma acestor identificări, se justifică noţiunea de dimensiune a unui spaţiu afin ca fiind dimensiunea spaţiului vectorial director V Dacă dimV= n, atunci spaţiul afin de dimensiune n se va nota cu (A n, Vn) sau simplu A n Observaţii 1° Un alt mod de a defini un spaţiu afin porneşte de la definirea unei relaţii de echivalenţă pe mulţimea bipunctelor unei mulţimi nevide A şi apoi se cere ca spaţiul cât să satisfacă anumitor axiome [ ] 2° Dacă spaţiul vectorial V este un spaţiu vectorial euclidian atunci spaţiul afin (A, V, () este numit spaţiu punctual euclidian Dacă dimV= n, vom nota atunci prin E n spaţiul punctual euclidian corespunzător Structura euclidiană a spaţiului vectorial director V va permite studiul proprietăţilor metrice ale unor submulţimi din spaţiul punctual euclidian E n 3° Există spaţii afine care nu sunt spaţii vectoriale Dar, orice spaţiu vectorial este un spaţiu afin, întrucât funcţia (: V ( V ( V, EMBED Equation 3 , verifică axiomele A1) şi A2) Spaţiul afin astfel definit (V, V, () se numeşte spaţiul afin canonic asociat spaţiului vectorial V Exemple 1° Spaţiul afin standard Să considerăm spaţiul aritmetic Kn Acest spaţiu poate fi organizat ca un spaţiu vectorial (ex 2, §1, Cap 2) căruia îi putem asocia spaţiul afin canonic (Kn, Kn, ( ) unde funcţia de structură afină ( este definită de relaţia ( (A, B) = (b1 - a1, b2 - a2, , bn - an) , pentru A = (a1, a2, , an) şi B = (b1, b2, , bn) Acest spaţiu afin este numit spaţiul afin standard şi va fi notat tot cu Kn În caz particular pentru K = R , avem spaţiul afin standard (Rn, Rn, (), în care spaţiul vectorial director Rn este un spaţiu euclidian (ex 1, §4, Cap 2), deci spaţiul afin (Rn, Rn, () devine un spaţiu punctual euclidian 2° Spaţiul afin geometric al vectorilor liberi Considerăm ca mulţime suport spaţiul punctual al geometriei elementare E3 , spaţiul vectorial al vectorilor liberi V3 (ex 6, §2, Cap 2), ca spaţiu vectorial director şi funcţia ( : E3 ( E3 ( V3, ((A,B) = EMBED Equation 3 EMBED Equation 3 V3, care asociază bipunctului (A, B) clasa de echivalenţă a acestuia, ca funcţie de structură afină Obţinem în acest fel spaţiul afin geometric al vectorilor liberi A3 = (E3, V3, () Acest spaţiu a constituit modelul spaţiilor afine Vom studia în detaliu acest spaţiu în capitolul următor 3° Varietăţile liniare ale unui spaţiu vectorial V sunt spaţii afine O varietate liniară a unui spaţiu vectorial V reprezintă o submulţime L de forma EMBED Equation 3 , unde V ( este o subspaţiu vectorial al lui V( Dacă vom considera funcţia ( (: L ( L ( V(, EMBED Equation 3 , atunci axiomele A1) şi A2) sunt verificate şi deci tripletul ( L, V(, ( ) este un spaţiu afin În caz particular, orice subspaţiu vectorial este un spaţiu afin §2 Combinaţii afine Repere în spaţii afine Fie spaţiul afin (A, V, (), un sistem de puncte {A0, A1, , Ap} ( A şi scalarii (0, (1, , (p ( K 2 1 Definiţie Numim combinaţie afină a punctelor {A0,A1, ,Ap}(A, punctul P ( A dat de P = (0A0 + (1A1 + + (pAp cu (0 + (1 + + (p = 1 (2 1) Relaţia (2 1) poate fi înţeleasă ca o relaţie vectorială între vectorii de poziţie ai punctelor P, A0, A1, , Ap, folosind ca punct origine un punct oarecare O ( A, adică EMBED Equation 3 (2 1)( Combinaţia afină (2 1) poate fi scrisă şi sub forma EMBED Equation 3 , (i ( K, EMBED Equation 3 (2 2) Scalarii (0, (1, , (p cu proprietatea (0 + (1 + + (p = 1 se numesc coeficienţii combinaţiei afine sau ponderi 2 2 Definiţie Un sistem finit de puncte din A se numeşte afin dependent dacă există un punct în sistem care să se exprime ca o combinaţie afină a celorlalte puncte din sistem În caz contrar vom spune că sistemul este afin independent 2 3 Propoziţie Sistemul de puncte este afin dependent (independent) dacă şi numai dacă sistemul de vectori EMBED Equation 3 este liniar dependent (independent) Demonstraţie Dacă sistemul de puncte {A0, A1, , Ap} este afin dependent atunci un punct poate fi exprimat ca o combinaţie afină a celorlalte Să presupunem că A0 este o combinaţie afină a sistemului {A0, A1, , Ap} A0 = (1A1+ + (pAp , cu (1 + (2 + + (p = 1 (2 3) Considerând pe A0 ca origine relaţia (3) poate fi scrisă sub forma vectorială EMBED Equation 3 (2 4) Deoarece cel puţin unul din coeficienţii combinaţiei este nenul rezultă că vectorii EMBED Equation 3 sunt liniar dependenţi Reciproc Să presupunem că sistemul de vectori EMBED Equation 3 este liniar dependent, adică există scalarii (1, (2, , (p ( K nu toţi nuli aşa încât are loc egalitatea EMBED Equation 3 (2 5) Să considerăm cazul (1 + (2 + + (p = (, ( ( 0 Demonstrăm că ecuaţia (2 5) în A0 are soluţie unică În adevăr, alegând O ( A ca origine, ecuaţia (5) poate fi scrisă sub forma : EMBED Equation 3 de unde rezultă EMBED Equation 3 sau EMBED Equation 3 adică A0 este unic determinat şi în plus, EMBED Equation 3 Deci A0 este o combinaţie afină a celorlalte puncte Dacă (1 + (2 + + (p = 0, cum cel puţin un scalar este nenul, de exemplu (p, din (5) obţinem EMBED Equation 3 Considerând (0 = 0 obţinem EMBED Equation 3 unde EMBED Equation 3 , adică sistemul de puncte {A0, A1, , Ap} este afin dependent Fie An un spaţiu afin n-dimensional 2 4 Definiţie Un sistem de puncte R = {A0, A1, , An} se numeşte reper afin în spaţiul afin An dacă sunt îndeplinite condiţiile: 1) R este un sistem de puncte afin independent 2) Orice punct P ( An poate fi exprimat ca o combinaţie afină a punctelor din R Dacă R este un reper afin, atunci pentru ( P ( A avem EMBED Equation 3 , ( P ( An (2 6) în care EMBED Equation 3 (2 7) Sistemul de puncte {A0, A1, , An} afin independent, ce formează un reper afin, determină în mod unic sistemul de vectori liniar independenţi EMBED Equation 3 ce reprezintă o bază a spaţiului vectorial director Vn al spaţiului afin An Dacă considerăm punctul A0 = O ca punct origine al spaţiului afin An şi notând baza spaţiului vectorial director cu EMBED Equation 3 putem defini într-un spaţiu afin An noţiunea de reper cartezian 2 5 Definiţie Se numeşte reper cartezian într-un spaţiu afinAn , o pereche R = {O; B}, în care O este un punct fixat în An , iar B = { EMBED Equation 3 } este o bază a spaţiului vectorial director Fie B = { EMBED Equation 3 } o bază a spaţiului vectorial director Vn Atunci, pentru fiecare punct P ( An, vectorul de poziţie EMBED Equation 3 poate fi scris în mod unic sub forma: EMBED Equation 3 (2 8) Scalarii x1, x2, , xn vor fi numiţi coordonatele carteziene ale punctului P în raport cu reperul R = {O; B}, iar bijecţia EMBED Equation 3 va fi numită funcţie de coordonate corespunzătoare reperului R = {O; B} Fie R = {O; B}, un reper cartezian în An Un alt reper R( = {O(; B(}, din An va fi determinat în mod unic dacă cunoaştem vectorul de poziţie al punctului O( faţă de reperul iniţial R şi relaţia dintre B ( = { EMBED Equation 3 } şi baza iniţială B = { EMBED Equation 3 }, adică EMBED Equation 3 (2 9) Dacă P ( An este un punct oarecare şi (xi), (x’j), i,j = EMBED Equation 3 sunt coordonatele sale în reperul R respectiv R(, atunci din relaţia EMBED Equation 3 obţinem formulele EMBED Equation 3 (2 10) numite ecuaţiile transformării de coordonate obţinute la schimbarea reperului R cu R( Dacă notăm cu X = t[x1, x2, , xn], X( = t[x(1, x(2, , x(n], A0 = (ai0), A = (aij) putem scrie ecuaţiile schimbării de coordonate sub formă matriceală EMBED Equation 3 (2 11) Matricea EMBED Equation 3 de ordinul n + 1 este numită matricea de trecere de la reperul R la reperul R( În particular dacă B( = B atunci A = I iar ecuaţiile (2 11) se scriu sub forma: EMBED Equation 3 (2 11)( Schimbarea reperului R = {O; B} cu R ( = {O’; B } guvernată de ecuaţiile transformării de coordonate (11)( se numeşte translaţie Dacă O( = O, schimbarea reperului R = {O; B } cu reperul R( = {O; B(}, adică ai0 = 0, EMBED Equation 3 se numeşte centro-afinitate şi este caracterizată de ecuaţiile EMBED Equation 3 (2 11)(( Remarcă: Orice reper afin poate fi înlocuit cu un reper cartezian şi reciproc §3 Subspaţii afine Fie (A , V, () un spaţiu afin, A (o submulţime nevidă a lui A şi (( restricţia lui ( la A ( ( A ( Dacă V ( = ( (A ( ( A () este un subspaţiu vectorial al lui V atunci sunt satisfăcute axiomele A1) şi A2) pentru tripletul (A (, V(, (( ) 3 1 Definiţie Se numeşte subspaţiu afin al spaţiului afin (A , V, () un triplet (A (, V(, (( ), unde A ( ( A este o submulţime nevidă, V ( = ( (A ( ( A () este un subspaţiu vectorial al lui V, iar ( ( este restricţia lui ( la A ( ( A ( Un subspaţiu afin al unui spaţiu afin (A , V, () este determinat fie de submulţimea A ( ( A pentru care ( (A ( ( A () = V ( ( V este subspaţiu vectorial, fie de un punct P0 ( A şi un subspaţiu vectorial V( ( V, caz în care mulţimea suport este dată de EMBED Equation 3 3 2 Propoziţie O submulţime nevidă A ( ( A este un subspaţiu afin dacă şi numai dacă combinaţia afină a oricăror două puncte din A ( aparţine lui A ( adică ( A, B ( A ( ( (1 - ()A + (B ( A ( , ( ( ( K (3 1) Demonstraţie: Dacă A ( este un subspaţiu afin atunci subspaţiul vectorial director V( este dat de EMBED Equation 3 Considerând EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 atunci EMBED Equation 3 deci C = (1 - ()A + (B ( A ( Reciproc Fie P0 ( A un punct fixat Demonstrăm că mulţimea EMBED Equation 3 este un subspaţiu vectorial Dacă notăm cu EMBED Equation 3 atunci B ( A şi deci EMBED Equation 3 Să arătăm acum că şi suma EMBED Equation 3 Pentru EMBED Equation 3 combinaţia afină (3 1) va determina punctul EMBED Equation 3 ; adică EMBED Equation 3 Întrucât EMBED Equation 3 , conform primei părţi a demonstraţiei avem şi EMBED Equation 3 , deci EMBED Equation 3 c c t d Propoziţia (3 2) este valabilă pentru orice combinaţie afină a unui număr finit de puncte din A ( Se poate demonstra fără dificultate că mulţimea combinaţiilor afine finite ce pot fi formate cu punctele sistemului S ( = {A0, Ai}, i ( I este un subspaţiu afin, pe care-l vom nota cu sau L(S( ) numit subspaţiul afin generat de sistemul S( Spaţiul vectorial director al subspaţiului afin L(S( ) este subspaţiul vectorial generat de sistemul de vectori EMBED Equation 3 , adică V (= De remarcat faptul că dacă S ( = {A0, A1, A2, , Ap} este un sistem finit de puncte afin independente din A , atunci S ( reprezintă un reper afin pentru subspaţiul generat L(S), iar EMBED Equation 3 este un reper cartezian În acest caz dimL(S) = p În mulţimea subspaţiilor afine ale unui spaţiu afin A pot fi definite operaţiile de intersecţie şi uniune de subspaţii Prin intersecţia subspaţiilor afine A ( şi A (( se înţelege submulţimea A ( ( A (( Dacă A ( ( A (( ( ( atunci spaţiul vectorial director al subspaţiului A ( ( A (( este V( ( V((, unde V( şi V(( sunt subspaţiile directoare ale lui A ( şi respectiv A (( Prin uniunea subspaţiilor afine A ( şi A (( se înţelege subspaţiul afin generat de A (( şi se notează cu A ( ( A (( Dacă A ( şi A (( sunt două subspaţii afine, iar V( şi V(( spaţiile lor directoare, atunci spaţiul vectorial director al uniunii este dat de a) V( + V((, dacă A ( ( A (( ( ( b) V( + V(( + U dacă A ( ( A (( = (, unde U este spaţiul vectorial al subspaţiului afin generat de două puncte A(0 ( A ( şi A(0 ( A (( 3 3 Definiţie Subspaţiul generat de două puncte afin independente din A, S = {A0, A1}, se numeşte dreaptă afină, pe scurt dreaptă, dat de A 1 = {P ( A / P =(1 - ()A0 + (A1, ( ( K} (3 2) Spaţiul vectorial director este dreapta vectorială EMBED Equation 3 (3 3) Punctele A0, A1 ( A sunt afin independente dacă şi numai dacă A0 ( A1 În spaţiul vectorial V1 există cel puţin un vector nenul (A0 ( A1) şi orice doi vectori sunt liniar dependenţi, ceea ce înseamnă că dim A1 = 1 Doi vectori ai spaţiului vectorial V1 se zic coliniari Proprietatea de coliniaritate a doi vectori este deci echivalentă cu dependenţa liniară a acestora Pentru ( = 0 obţinem P = A0, iar pentru ( = 1 se obţine P = A1 Definind funcţia f: A ( K, prin f(P) = (, ( P ( A, ( ( K determinat unic de relaţia (3 3), obţinem o corespondenţă biunivocă între punctele dreptei A1 şi mulţimea elementelor din K Dacă K = R, pentru ( ( (0, 1), din relaţia EMBED Equation 3 se obţin punctele interioare segmentului orientat EMBED Equation 3 , iar pentru ( ( R \ se obţin punctele exterioare segmentului EMBED Equation 3 Un reper cartezian în subspaţiul A 1 este definit de un punct fix O şi un vector nenul EMBED Equation 3 ( V1, adică R {O, EMBED Equation 3 } Într-un reper cartezian R = {O, EMBED Equation 3 } al spaţiului afin A 1, pentru orice punct P ( A 1 vectorul de poziţie EMBED Equation 3 se exprimă în mod unic sub forma EMBED Equation 3 (3 4) iar coordonata x ( K este numită abscisa punctului P 3 4 Definiţie Spunem că un punct P ( A 1 împarte segmentul orientat EMBED Equation 3 , A ( B, în raportul k ( K, dacă EMBED Equation 3 Spunem că numărul k ( K este raportul simplu al punctelor A, B, P ( A 1 3 5 Propoziţie Punctul P ( A 1 împarte segmentul EMBED Equation 3 , A ( B, în raportul k ( K, dacă şi numai dacă pentru un punct fix O ( A 1, avem EMBED Equation 3 , k ( -1 (3 4) Înlocuind EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 în relaţia EMBED Equation 3 se obţine (3 4) şi reciproc În caz particular pentru k = 1 se obţine mijlocul segmentului orientat EMBED Equation 3 Vom numi figură a dreptei afine A 1 orice submulţime de puncte din A 1 Înţelegem prin geometria afină a dreptei A 1 mulţimea noţiunilor, figurilor şi proprietăţilor lor bazate pe axiomele ce definesc un spaţiu afin 3 6 Definiţie Subspaţiul generat de trei puncte S = {A0, A1, A2} ( A afine independente se numeşte plan afin, pe scurt plan, dat de EMBED Equation 3 (3 5) Spaţiul vectorial director este planul vectorial V2 = { EMBED Equation 3 ( V / EMBED Equation 3 = ( EMBED Equation 3 + ( EMBED Equation 3 , (, ( ( K} (3 6) Vectorii spaţiului V2 se numesc vectori coplanari În spaţiul A 2 trei puncte afin independente determină doi vectori liniar independenţi şi orice trei vectori din V2 sunt coplanari, ceea ce înseamnă că dim A 2 = 2 Un reper cartezian în subspaţiul afin A 2 este definit de un punct fix O ( A 2 şi vectorii EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 ( V2, adică R = {O, EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 } Într-un reper cartezian R, pentru orice punct P ( A 2 vectorul de poziţie EMBED Equation 3 se exprimă în mod unic sub forma EMBED Equation 3 = x EMBED Equation 3 + y EMBED Equation 3 (3 7) iar coordonatele x, y ( K sunt numite abscisa şi respectiv ordonata punctului P Subspaţiile proprii ale planului afin A 2 sunt dreptele afine Două drepte ale planului afin se zic paralele dacă sunt caracterizate de acelaşi spaţiu vectorial director Relaţia de paralelism în planul afin A 2 este o relaţie de echivalenţă, iar o clasă de echivalenţă în raport cu această relaţie defineşte o direcţie în plan Se numeşte figură a planului A 2,orice submulţime de puncte a sa Înţelegem prin geometria afină a planului A 2 mulţimea noţiunilor, figurilor şi proprietăţilor lor bazate pe axiomele ce definesc noţiunea de spaţiu afin Dacă avem patru puncte A0, A1, A2, A3 ( A afin independente, atunci subspaţiul afin A 3 , dat de mulţimea punctelor EMBED Equation 3 (3 8) are drept spaţiu vectorial director, spaţiul EMBED Equation 3 (3 9) Acest subspaţiu afin este de dimensiune trei Modul în care este construit spaţiul afin A 3 permite permite stabilirea unei corespondenţe biunivoce între mulţimea punctelor spaţiului afin A 3 şi mulţimea punctelor spaţiului afin standard K3 Oricărui punct P ( A 3 îi corespunde o singură ternă ordonată de numere ((, (, () ( K3, dată de (3 8) În baza acestei corespondenţe biunivoce putem dota spaţiul afin A 3 cu proprietăţile spaţiului afin standard K3 Subspaţiile spaţiului afin A 3 sunt subspaţiile de dimensiune unu, dreptele afine şi respectiv subspaţiile afine de dimensiune doi, adică planele afine Astfel, o dreaptă afină din spaţiul afin A 3, pe scurt dreaptă, este generată de două puncte distincte A, B ( A 3 Punctele unei drepte d ( A 3 sunt caracterizate de EMBED Equation 3 (3 10) Un subspaţiu afin de dimensiune doi al spaţiului afin A 3 se numeşte plan afin, pe scurt plan Planele spaţiului A3 le vom nota cu literele mici ale alfabetului grec ((, (, ) Un plan ( ( A 3 este generat de trei puncte A, B, C ( A 3 afin independente Punctele planului ( sunt caracterizate de relaţia vectorială EMBED Equation 3 (3 11) Dacă considerăm un punct oarecare fixat O ( A 3, atunci (3 11) poate fi scrisă sub formă echivalentă EMBED Equation 3 (3 11)( Fie planele (, ( ( A 3 Dacă ( ( ( ( ( atunci spaţiul vectorial director al intersecţiei ( ( ( este dat de V( ( V(, unde V( şi V( sunt spaţiile vectoriale directoare corespunzătoare planelor ( şi respectiv ( Subspaţiul V( ( V( poate fi de dimensiune unu sau doi Dacă dim V( ( V( = 1 atunci intersecţia ( ( ( = d, este o dreaptă afină, iar dacă dim V( ( V( = 2 atunci planele ( şi ( sunt confundate Dacă ( ( ( ( ( atunci planele ( şi ( sunt paralel (strict) În spaţiul afin A 3, un reper cartezian este dat de un punct fixat O ( A 3 şi o bază B = { EMBED Equation 3 } a spaţiului vectorial director V3, adică R = EMBED Equation 3 Oricărui punct P ( A3 îi asociem vectorul de poziţie EMBED Equation 3 având exprimarea EMBED Equation 3 (3 12) Scalarii x1, x2, x3 ( K reprezintă coordonatele punctului P în reperul R şi caracterizează în mod unic acest punct Construcţii asemănătoare pot fi făcute considerând mai multe puncte afin independente ale spaţiului afin A , obţinând în acest fel spaţii afine de dimensiuni mai mari Fie A şi EMBED Equation 3 două spaţii afine 3 7 Definiţie O aplicaţie t: A( EMBED Equation 3 cu proprietatea t((P + (Q) = = (t(P) + (t(Q), ( P, Q ( A şi ( (, ( ( K, ( + ( = 1 se numeşte aplicaţie afină (morfism de spaţii afine) O aplicaţie afină t: A ( EMBED Equation 3 determină în mod unic morfismul (aplicaţia liniară asociată) T: V ( EMBED Equation 3 între spaţiile vectoriale asociate Ştiind că pentru EMBED Equation 3 şi ( A ( A , ( B ( A astfel încât ( (A, B) = EMBED Equation 3 , putem defini aplicaţia liniară asociată T : V ( EMBED Equation 3 prin relaţia EMBED Equation 3 , unde EMBED Equation 3 este funcţie de structură afină a spaţiului EMBED Equation 3 Definiţia nu depinde de alegerea punctului A Mulţimea aplicaţiilor afine bijective de la un spaţiu afin A la el însuşi (transformări afine) formează, în raport cu operaţia de compunere a aplicaţiilor, un grup GA(A) numit grupul afin (grupul afinităţilor) Vom numi figură a spaţiului afin A orice submulţime de puncte a sa Prin geometria afină a spaţiului afin A vom înţelege studiul figurilor şi proprietăţilor acestora care sunt invariate de grupul afin Cele mai simple şi în acelaşi timp cele mai importante proprietăţi afine sunt: * proprietatea de coliniaritate a trei puncte * proprietatea a două subspaţii afine de a fi paralele - raportul simplu determinat de un punct, care împarte un segment orientat EMBED Equation 3 Alte proprietăţi afine se stabilesc în general cu ajutorul acestora, motiv pentru care proprietăţile amintite vor fi numite proprietăţi afine fundamentale §4 Spaţiul afin geometric al vectorilor liberi Fie E3 spaţiul punctual al geometriei elementare şi V3 spaţiul vectorial al vectorilor liberi Dacă asociem oricărui bipunct (A, B) ( E3 ( E3 vectorul liber EMBED Equation 3 ( V3 atunci aplicaţia ( : E3 ( E3 ( V3 , ( (A, B) = EMBED Equation 3 satisface proprietăţile A1) şi A2) din definiţia spaţiului afin, adică A1) ( A, B, C ( E3 , EMBED Equation 3 A2) ( EMBED Equation 3 ( V3, ( A ( E3 există un punct B ( E3 unic determinat de relaţia EMBED Equation 3 4 1 Definiţie Tripletul A3 = ( E3, V, ( ) se numeşte spaţiul afin geometric al vectorilor liberi Elementele spaţiului afin A3 sunt puncte şi vectori Punctele spaţiului afin A3 sunt punctele mulţimii suport E3 pe care le vom nota cu majuscule A, B, C, , O, P, , iar vectorii spaţiului afin A3 sunt vectorii spaţiului vectorial director V3, vectorii liberi pe care-i vom nota cu EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , , sau cu EMBED Equation 3 Aplicaţia ( : E3 ( E3 ( V3 ce satisface axiomele A1) şi A2) reprezintă funcţia de structură afină, iar relaţia de echivalenţă definită de aceasta pe mulţimea E3 reprezintă tocmai relaţia de echipolenţă ((~(( a segmentelor orientate, aşa cum aceasta a fost definită în geometria euclidiană Fie O ( E3 un punct fixat Aplicaţia ( : E3 ( E3 ( V3 definită prin (0(A) = ((O, A), ( A ( E3 este bijectivă (Consecienţa 1 2) ceea ce permite identificarea spaţiului punctual E3 cu spaţiul vectorial al vectorilor liberi Punctul O ( E3, corespunzător vectorului nul EMBED Equation 3 , va fi considerat drept origine a spaţiului afin A3 În plus, ( EMBED Equation 3 (V3 există în mod unic un punct A ( E3 determinat de relaţia EMBED Equation 3 Vectorul EMBED Equation 3 este numit vectorul de poziţie al punctului A Mulţimea vectorilor de poziţie formează un spaţiu vectorial izomorf cu spaţiul vectorial al vectorilor liberi Să considerăm acum două puncte distincte A şi B din spaţiul E3 Subspaţiul afin generat de A şi B, L({A, B}) = {P ( E3/ ( ( ( R astfel încât P = (1 - ()A + (B} = d este un subspaţiu de dimensiune unu numit dreaptă afină, pe scurt dreaptă, având spaţiul vectorial director dreapta vectorială V1 = { EMBED Equation 3 ( V3 / ( ( ( R astfel încât EMBED Equation 3 } Pentru orice punct P ( d \ {A, B}, coliniar cu A şi B, sistemul de puncte {A, B, P} este afin dependent, echivalent cu faptul că vectorii EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 sunt liniar dependenţi (Propoziţia 1 1) Reamintim că doi vectori care au aceeaşi direcţie se numesc vectori coliniari Vectorii subspaţiului V1 au aceeaşi direcţie ceea ce justifică definiţia coliniarităţii dintr-un spaţiu afin oarecare 4 2 Propoziţie Doi vectori EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 ( V3 sunt coliniari dacă şi numai dacă sunt liniar dependenţi, adică ( (, ( ( R, EMBED Equation 3 astfel încât EMBED Equation 3 Demonstraţie Fie O ( E3 un punct fixat Există A, B ( E3 astfel încât EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 Dacă EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 sunt coliniari atunci punctele O, A, B sunt coliniare, adică sistemul de puncte { O, A, B} este afin dependent, ceea ce este echivalent cu dependenţa liniară a vectorilor EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 Segmentele orientate EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 sunt reprezentanţa vectorilor EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 în punctul O, adică EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 sunt liniar dependenţi pentru orice alegere a punctului O Reciproc, dacă EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 ( V3 sunt liniar dependenţi, atunci ( O ( E3, vectorii EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 sunt liniar dependenţi, adică sistemul de puncte { O, A, B} este afin dependent Coliniaritatea punctelor O, A, şi B este echivalentă cu faptul ca vectorii EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 au aceeaşi direcţie c c t d Dacă EMBED Equation 3 atunci EMBED Equation 3 coliniare cu EMBED Equation 3 , poate fi scrisă sub forma: EMBED Equation 3 , ( ( R (condiţia de coliniaritate) (4 1) 4 3 Consecinţă Submulţimea EMBED Equation 3 a tuturor vectorilor coliniari cu vectorul nenul EMBED Equation 3 este un subspaţiu vectorial unidimensional Orice trei puncte necoliniare sunt afin dependente, ceea ce înseamnă că orice doi vectori necoliniari sunt liniar independenţi Trei puncte A, B, C ( E3 necoliniare determină un plan Planul generat de aceste puncte afin independente este dat de A2 = {P ( E3 | ( (, ( ( R , P = (1- ( - ()A + (B + (C } = ( subspaţiu afin având drept spaţiu vectorial director planul vectorial EMBED Equation 3 Pentru orice punct P( (\ { A, B, C}, sistemul { A, B, C, P} este afin dependent adică vectorii EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 sunt liniar dependenţi Trei vectori EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 se zic coplanari dacă aceştia sunt paraleli cu un plan 4 4 Propoziţie Trei vectori EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 ( V3 sunt coplanari dacă şi numai dacă sunt liniar dependenţi, adică ( (, (, ( ( R, (2 + (2 + (2 ( 0 astfel încât EMBED Equation 3 Demonstraţia este similară celei din propoziţia precedentă Dacă EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 ( V3 \{ EMBED Equation 3 } sunt doi vectori, atunci ( EMBED Equation 3 ( V3 coplanar cu EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 , poate fi scris sub forma: EMBED Equation 3 = EMBED Equation 3 , (, ( ( R , (condiţia de coplanaritate) ) (4 2) 4 5 Consecinţă Submulţimea EMBED Equation 3 , a tuturor vectorilor coplanari cu vectorii nenuli EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 , este un spaţiu vectorial bidimensional Fie acum patru puncte A, B, C, D ( E3 necoplanare necoplanare Sistemul de puncte { A, B, C, D} este afin independent , ceea ce înseamnă că orice trei vectori necoplanari sunt liniar independenţi Spaţiul afin generat de patru puncte necoplanare este de dimensiune trei şi orice cinci puncte ale acestui spaţiu vor fi afin dependente Vectorial acest lucru se exprimă prin următoarea teoremă: 4 6 Teoremă Spaţiul vectorial V3 al vectorilor liberi din E3 are dimensiunea trei Demonstraţie Orice patru puncte necoplanare formează un sistem afin independent ceea ce este echivalent cu existenţa a trei vectori EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 necoplanari (liniar independenţi) Să arătăm că aceşti trei vectori necoplanari generează spaţiul vectorial al vectorilor liberi V3 Pentru aceasta fie EMBED Equation 3 un al patrulea vector, un punct oarecare O ( E3 şi EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 reprezentanţii vectorilor EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 în punctul O (fig 1) fig 1 Folosind de două ori regula paralelogramului de însumare a doi vectori liberi în paralelogramele OA1X1B şi respectiv OX1XC1 rezultă că EMBED Equation 3 Cum, EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 sunt coliniari rezultă că există scalari (, (, ( ( R aşa încât EMBED Equation 3 relaţie echivalentă cu EMBED Equation 3 , adică vectorii necoplanari { EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 } formează o bază a spaţiului vectorial al vectorilor liberi, deci dim V3 = 3 c c t d Pentru un punct fixat O ( E3 şi o bază dată { EMBED Equation 3 } în V3, ansamblul R (O; EMBED Equation 3 ) reprezintă un reper cartezian în spaţiul afin A3 = ( E3, V3 , ( ) Oricărui punct P ( E3 îi asociem în mod unic vectorul de poziţie EMBED Equation 3 a cărui expresie analitică în reperul R este dată de EMBED Equation 3 ; x1, x2, x3 ( R Scalarii x1, x2, x3 ( R vor fi numiţi coordonatele carteziene ale punctului P iar funcţia f: E3 ( R3 ; EMBED Equation 3 este numită funcţia de coordonate Funcţia de coordonate permite stabilirea unei corespondenţe biunivoce între mulţimea punctelor spaţiului punctual E3 şi spaţiul vectorial R3 Dacă EMBED Equation 3 ( V3 este un vector liber oarecare atunci există un singur punct P ( E3 şi numai unul, astfel încât EMBED Equation 3 ceea ce înseamnă că în reperul R vectorul EMBED Equation 3 se scrie sub forma EMBED Equation 3 , scalarii x1, x2, x3 ( R, coordonate ale punctului P, vor fi numiţi coordonatele vectorului EMBED Equation 3 în reperul R Bijecţiile menţionate mai sus justifică indentificarea deseori a spaţiilor E3, V3 şi R3 Acest fapt ne permite să privim, în acelaşi timp, spaţiul aritmetic R3 ca pe un spaţiu de puncte şi ca pe un spaţiu vectorial, adică să considerăm spaţiul afin standard (R3, R3, ( ) Dacă R (O; EMBED Equation 3 ) este un reper cartezian fixat şi spaţiul afin geometric A3 şi x1, x2, x3 ( R coordonatele vectorului EMBED Equation 3 ( V3, vom scrie EMBED Equation 3 = ( x1, x2, x3) sau EMBED Equation 3 ( x1, x2, x3) În acest context, dacă EMBED Equation 3 ( x1, x2, x3) şi EMBED Equation 3 ( y1, y2, y3) sunt doi vectori liberi, atunci: 1° EMBED Equation 3 este coliniar cu EMBED Equation 3 ( EMBED Equation 3 || EMBED Equation 3 ) dacă şi numai dacă coordonatele lor sunt proporţionale (egale în cazul particular EMBED Equation 3 = EMBED Equation 3 ) 2° EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 sunt coplanari dacă şi numai dacă coordonatele unuia sunt combinaţii liniare de coordonatele celorlalţi doi Fie un plan ( ( E3, şi o dreaptă d ( E3 care intersectează planul ( într-un singur punct şi fie un punct oarecare A ( E3 Planul prin A paralel cu planul ( intersectează dreapta d într-un singur punct A( Punctul A( ( d se numeşte proiecţia paralelă cu planul ( a punctului A pe dreapta d Dacă EMBED Equation 3 ( V3 este un vector liber oarecare, A( şi B( fiind proiecţiile paralele cu planul ( al punctelor A şi respectiv B, atunci vectorul EMBED Equation 3 este numit proiecţia paralelă cu planul ( a vectorului EMBED Equation 3 pe dreapta d (fig 2) fig 2 Dacă prin punctul A construim dreapta d ( paralelă cu d aceasta intersectează planul ( în punctul A(( Punctul A(( este numit proiecţia paralelă cu dreapta d a punctului A pe planul ( Dacă EMBED Equation 3 ( V3 este un vector liber oarecare, A(( şi B(( fiind proiecţiile paralele cu dreapta d ale punctelor A şi respectiv B pe planul (, atunci vectorul EMBED Equation 3 este numit proiecţia paralelă cu dreapta d a vectorului EMBED Equation 3 pe planul ( (fig 3) fig 3 În ambele cazuri se demonstrează uşor că proiecţia unui vector EMBED Equation 3 nu depinde de alegerea reprezentanţilor acestui vector Fie în spaţiul geometric E3 un punct O şi dreptele Ox1, Ox2 şi Ox3 care determină planele distincte x1Ox2, x2Ox3 şi x3Ox1 prin punctul O fig 4 Notăm cu A1, A2, A3 proiecţiile punctului A pe dreptele Ox1,Ox2, Ox3 paralele cu planele x2Ox3, x3Ox1 şi respectiv x1Ox2 Vectorul de poziţie EMBED Equation 3 poate fi scris sub forma EMBED Equation 3 , (4 3) numită descompunerea vectorului EMBED Equation 3 după direcţiile Ox1,Ox2, Ox3 Mai mult, dacă considerăm reperul R (O; EMBED Equation 3 ) în care { EMBED Equation 3 } este o bază a spaţiului vectorial al vectorilor liberi V3 şi care determină direcţiile dreptelor Ox1, Ox2, Ox3, atunci există scalarii a1, a2, a3 (R astfel încât EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 Dacă EMBED Equation 3 ( V3 este un vector liber ce are ca reprezentant în punctul O vectorul de poziţie EMBED Equation 3 , el poate fi scris în reperul R, în mod unic sub forma EMBED Equation 3 (4 4) Scalarii a1, a2, a3 (R, coordonatele vectorului EMBED Equation 3 în reperul dat, nu depind de alegerea reprezentanţilor, astfel aceste coordonate sunt perfect determinate de proiecţiile paralele ale vectorului EMBED Equation 3 pe cele trei direcţii §5 Probleme propuse 1 Fie A, B două puncte distincte ale unui spaţiu afin real A, ( ( R, ( ( ( 1 şi C, D ( A definite prin EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 Dacă EMBED Equation 3 atunci EMBED Equation 3 2 Fie A1, A2, …, An ( A, (1, (2, …, (n ( R cu EMBED Equation 3 Să se arate că vectorul EMBED Equation 3 nu depinde de alegerea punctului M ( A 3 Punctul M împarte segmentul AB în raportul EMBED Equation 3 Să se demonstreze că EMBED Equation 3 oricare ar fi punctul O ( A 4 Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC şi M un punct oarecare Să se demonstreze relaţia EMBED Equation 3 5 Fie A1, A2, …, An ( A , (1, (2, …, (n ( R astfel încât EMBED Equation 3 Să se arate că punctul P este centru de greutate al sistemului de puncte {A1, A2, …, An} cu ponderile EMBED Equation 3 dacă şi numai dacă EMBED Equation 3 Să se scrie relaţia pentru centrul de greutate al unui triunghi 6 Fie A1, A2, …, An şi respectiv B1, B2, …, Bn puncte distincte din spaţiul afin real A Considerând punctele EMBED Equation 3 şi respectiv EMBED Equation 3 , să se arate că EMBED Equation 3 În particular două sisteme finite de puncte { A1, A2, …, An } şi { B1, B2, …, Bn } au acelaşi centru de greutate cu ponderile EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 , …, EMBED Equation 3 dacă şi numai dacă EMBED Equation 3 7 Fie A, B, C ( A trei puncte afin independente Să se arate că dacă punctele P şi Q împart segmentele orientate EMBED Equation 3 şi respectiv EMBED Equation 3 în acelaşi raport, atunci vectorii EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 sunt coliniari şi reciproc (teorema lui Thales) 8 Fie A, B, C trei puncte afin independente şi E, F, G punctele ce împart segmentele orientate EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 şi respectiv EMBED Equation 3 în raport cu a, b şi c Să se arate că o condiţie necesară şi suficientă ca punctele E, F, G să fie afin dependente este ca (1 ( (2 ( (3 = - 1 (teorema lui Menelaus) 9 Fie A, B, C trei puncte afin independente, E (respectiv F) un punct coliniar cu punctele A şi C (respectiv A şi B) astfel încât dreptele afine generate de sistemele de puncte {B, E} şi {C, F} să aibă un punct comun D Să se arate că punctele EMBED Equation 3 , EMBED Equation 3 şi EMBED Equation 3 sunt afin dependente (dreaptă Newton-Gauss) 10 În spaţiul afin canonic R3 se consideră punctul O( 2, –1, 3) şi sistemul de puncte R = {E0= ( 1, -2, -3), E1 = ( 1, 1, -5), E2 = ( -2, -1, 3), E4 = ( 6, 1, 2)} a Să se scrie reperul cartezian R ( cu originea în O, asociat lui R a Să se determine schimbarea de coordonate la trecerea de la reperul R ( la reperul R(( = {O; f1, f 2, f 3} , unde f 1 = ( 1, 2, 0) , f 2 = ( 0, 1, 2), f 3 = ( 2, 0, 1) şi să se indice transtaţia şi centro-afinitatea prin care se realizează această schimbare de reper 